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Abstract— In civil construction Abstract— This paper 
presents a dimensional synthesis for a 2-PRR planar parallel 
robot with a structural plane of symmetry. This robot can 
achieve the translation of the moving platform without changing 
the orientation, being useful for applications that require 
controlled positions with high rigidity. Because the performance 
of parallel robots is highly sensitive to their geometric 
parameters, many methodologies to state the dimensional 
synthesis has been developed. We used the method of Parameter - 
Finiteness Normalization Method (PFNM) to state the 
dimensional synthesis using Global Condition Index (GCI) and 
workspace (𝒘𝒕) design atlases. For the two, GCI and 𝒘𝒕, designed 
atlases, it is not possible to maximize one of the indexes without 
diminishing the other one, which represents a design 
compromise. Also, we remark singular configurations that are 
coming from specific geometry or limit positions. The complete 
dimensional synthesis is also presented. 
 
Index Terms— Dimensional synthesis, design atlas, global 
condition index, parallel robot, workspace. 
 
Resumen— Este artículo presenta una síntesis dimensional 
para un robot plano paralelo 2-PRR con estructura simétrica. 
Este robot posibilita la translación de la mesa móvil sin cambios 
en la orientación, lo cual resulta útil en aplicaciones que 
requieren posiciones controladas con alta rigidez. Debido a la alta 
sensibilidad que tienen estos robots con respecto a los cambios 
geométricos, muchas metodologías han sido desarrolladas para 
establecer la síntesis dimensional. En este trabajo se usó el 
Método de Normalización de Parámetros Finitos (PFNM) para 
establecer las dimensiones usando dos atlas de diseño, para el 
Índice Globales de Condición (GCI), y para el espacio de trabajo 
(𝒘𝒕). Se muestra que, para los dos atlas de diseño, GCI y 𝒘𝒕, no 
es posible maximizar uno de los índices sin disminuir el otro, lo 
que representa un compromiso de diseño. Igualmente, se resaltan 
configuraciones singulares que vienen de geometrías especificas o 
de posiciones limite. La síntesis dimensional completa del 2-PRR 
es también presentada.  
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I. INTRODUCCIÓN 
OS robots paralelos han logrado reconocimiento en 
aplicaciones industriales debido a ventajas como conexión 
directa de la base a la plataforma móvil, soporte de cargas 
elevadas, alta rigidez en su espacio de trabajo y capacidad de 
realizar movimientos rápidos y precisos [1].  
El rendimiento de los robots paralelos es sensible a sus 
parámetros geométricos, entonces para lograr un desempeño 
requerido se seleccionan las dimensiones de un espacio de 
diseño [2][3][4][5].  
La síntesis dimensional se sirve de optimizaciones, donde 
los requerimientos de diseño se traducen en funciones objetivo 
evaluadas en el espacio de diseño [6], como es el caso del 
robot paralelo plano 5R que se ha dimensionado usando 
algoritmos genéticos para optimizar el espacio de trabajo y la 
destreza del robot [7]. Los índices de desempeño también 
sirven en la  síntesis topológica, donde se comparan robots 
paralelos evaluando índices relacionados con velocidad, 
capacidad de carga y rigidez [8]. Estas metodologías tienen en 
común una demanda computacional alta para evaluar los 
índices en el espacio de diseño y dificultades para expresar los 
resultados de manera que sean cómodos de interpretar.  
Como alternativa Liu y Wang [9] han desarrollado un 
método de normalización de parámetros finitos (PFNM) que 
es útil en el diseño de algunos robots paralelos planos. Este 
método se basa en la construcción de atlas de diseño a partir 
de las relaciones entre parámetros acotados y normalizados 
(𝑟𝑖) y el índice de rendimiento a evaluar.  Para lograr una 
herramienta gráfica se reduce la dimensionalidad del espacio 
de diseño a uno de dos coordenadas (𝑠, 𝑡), en el cual se 
representan los índices de rendimiento, por ejemplo como 
mapas de colores [10]. La normalización de los parámetros 
geométricos permite representar el universo de robots de 
diferentes escalas en un espacio acotado de diseño. Una vez 
determinado un conjunto de parámetros normalizados 
(adimensionales) óptimos, entonces es posible volver al 
espacio dimensional a través de un factor de normalización D, 
el cual es el promedio de los parámetros geométricos del 
mecanismo [11].  
La síntesis dimensional usa modelos cinemáticos para 
evaluar un desempeño requerido, por ejemplo, un número de 
condición, en un espacio de trabajo (𝑊). Para el espacio de 
trabajo también se analizan sus singularidades. Respecto a los 
desempeños uno habitual es el índice local de condición 
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(LCI), definido en [0, 1], y que estima la razón entre las 
capacidades de cambio en las direcciones de movimiento de la 
plataforma móvil. Para el LCI valores cercanos a 1 
representan comportamientos cercanamente isotrópicos, 
mientras valores cercanos a cero representan la vecindad con 
una singularidad [12]. Para representar de manera general el 
espacio de trabajo se ha desarrollado el índice global de 
condición (GCI) [13] que integra el LCI en un espacio de 
trabajo.  
A continuación se presenta el diseño cinemático de un robot 
2-PRR, que es uno paralelo plano que logra la traslación de la 
mesa móvil sin cambio en la orientación [14]. Las 
coordenadas generalizadas se asocian a dos juntas prismáticas 
paralelas conectadas a la base. El robot tiene aplicación en 
operaciones de posicionamiento en un plano y puede 
combinarse con otros sistemas para posicionar en el espacio. 
La estructura, representada por un conjunto de tres parámetros 
geométricos (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3), se presenta en la Fig.1. El diseño 
cinemático consiste en definir el conjunto de parámetros para 
un desempeño requerido, por ejemplo, el tamaño del espacio 
de trabajo 𝑊, o el GCI. Con respecto a otros trabajos [14][15] 
se ha redefinido 𝑊 como un segmento perpendicular a la 
dirección de los pares prismáticos, desacoplando la dirección 
paralela que ahora solo determina la longitud de los 
actuadores. El proceso de diseño se ha desarrollado 
gráficamente al mapear el espacio de diseño {𝑟1, 𝑟2,  𝑟3} a uno 
ortogonal {𝑠, 𝑡} y representado los índices de desempeño 
como mapas de colores [13] . 
La estructura del documento es: la sección 2 describe y 
modela la cinemática del robot 2-PRR y presenta los 
fundamentos de la síntesis dimensional. La sección 3 presenta 
los atlas de diseño 𝑤𝑡  y GCI y muestra su uso en un diseño. 
Las conclusiones se presentan en la sección 4. 
II. PROBLEMA GEOMÉTRICO 
A. Descripción topológica del robot 2-PRR 
El robot paralelo plano con estructura 2-PRR, presentado en 
la Fig.1, está compuesto por un bastidor tipo pórtico, una 
plataforma móvil, dos extremidades, y dos actuadores lineales 
conectados a la base. La mesa móvil se conecta mediante dos 
extremidades 𝑃1𝐵1 y 𝑃2𝐵2 formadas por eslabones binarios y 
pares de rotación. Una de las extremidades tiene una 
estructura de paralelogramo para restringir el movimiento de 
la mesa exclusivamente a una traslación. Los pares activos 𝐵1 
y  𝐵2 son accionados sobre las columnas 𝐶1 y 𝐶2 
respectivamente.  Para modelar el sistema se requieren tres 
parámetros: 𝑟1  es la longitud de las extremidades, 𝑟2 es la 
semilongitud de la plataforma móvil, y 𝑟3  denota la 
semidistancia entre las dos columnas. 𝑂′𝑥′𝑦′ es el marco de 
referencia y 𝑂𝑥𝑦 es un marco de coordenadas móvil solidario 
con la mesa. 
B. Problema geométrico inverso 
Dada la posición [𝑥 𝑦]𝑇 de la mesa móvil, se requiere el 
vector de variables de las juntas activas [𝑦1 𝑦2]𝑇. Se define 
el vector posición del punto 𝑂 respecto al marco de referencia 
fijo: 
 
𝑷𝑶 = [𝑥 𝑦]
𝑇. (1) 
 
El vector 𝒓𝑷𝒊, con 𝑖 = 1, 2,  describe la posición de las 
juntas rotacionales 𝑃1 y 𝑃2 y se define en el sistema móvil 
como: 
 
𝒓𝑷𝟏 = [−𝑟2 0]
𝑇,  𝒓𝑷𝟐 = [𝑟2 0]
𝑇, (2) 
 
el vector 𝑷𝒊 describe la posición de las juntas rotacionales 
𝑃1 y 𝑃2 con respecto al marco fijo y puede ser expresado 
como: 
 
𝑷𝑖 = 𝑷𝑶 + 𝒓𝑷𝑖   ,   (𝑖 = 1, 2). (3) 
 
El vector 𝒓𝑩𝒊 con 𝑖 = 1, 2, es el vector posición de los 
actuadores lineales 𝐵1 y 𝐵2 con respecto al marco móvil y se 
desarrolla como:  
 
𝒓𝑩𝟏 = [
−𝑟3 𝑦1]𝑇  ,         𝒓𝑩𝟐 = [
𝑟3 𝑦2]𝑇. (4) 
 
El sistema queda definido por la restricción geométrica: 
 
‖𝒓𝑷𝒊 − 𝒓𝑩𝒊‖ = 𝑟1,      (𝑖 = 1, 2). (5) 
 
El problema geométrico inverso tiene cuatro soluciones de 
acuerdo con la ecuación (5) y según se plantea en [14] y [16]. 
Para la configuración del mecanismo mostrada en la Fig.1 se 
define la solución: 
 
𝑦1 = 𝑦 + √𝑟1
2 − (𝑥 − 𝑟2 + 𝑟3)
2. (6) 
 
𝑦1 = 𝑦 + √𝑟1
2 − (𝑥 + 𝑟2 + 𝑟3)
2. (7) 
 
1) Problema geométrico directo 
Para el problema directo el vector de variables de las juntas 
activas [𝑦1 𝑦2]𝑇 es conocido, entonces el problema es 
determinar la posición [𝑥 𝑦]𝑇  de la plataforma móvil de 
 
 Fig 1, mecanismo paralelo plano 2-PRR. 
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acuerdo con el marco de referencia. 
 
El punto P en la Fig.2 representa la contracción de la mesa 
móvil. El marco de referencia móvil Oxy coincide con el punto 
P. Se definen los ángulos θ1 y θ2, cuyos valores están 
asociados a la posición de la plataforma móvil. A 
continuación, se desarrolla el modelo directo [16]: 
 
U = y1−y2, (8) 
 
V = 2(r3 − r2). (9) 
 
Se plantea la restricción geométrica: 
 
−𝑟1 sin 𝜃1 − 𝑈 = −𝑟1 sin 𝜃2, (10) 
 
−𝑟1 cos 𝜃1 + 𝑉 = 𝑟1 cos 𝜃2. (11) 
 
La siguiente expresión se obtiene elevando al cuadrado y 
sumando (10) y (11): 
 




𝑘1 = 2𝑈𝑟1,  
 
𝑘2 = −2𝑉𝑟1, (13) 
 
𝑘3 = −(𝑈
2 + 𝑉2).  
 
La referencia [17] propone una solución para una ecuación 
de la forma 𝑘1 sin 𝜃 + 𝑘2 cos 𝜃 = 𝑘3 como: 
 
𝜃1 = atan2(𝑘1, 𝑘2) + atan2 (√𝑘1
2 + 𝑘2
2 − 𝑘3
2 , 𝑘3). (14) 
 
Donde atan2 es la función arco tangente de dos argumentos 
que regresa el valor del ángulo en los cuatro cuadrantes. La 
posición de la plataforma móvil es ahora: 
 
 𝑥 = −𝑟3 + 𝑟1 𝑐𝑜𝑠 𝜃1 + 𝑟2, (15) 
 
𝑦 = 𝑦1 + 𝑟1 𝑠𝑖𝑛 𝜃1. (16) 
 
C. Análisis de Singularidades 
Una limitación importante de los mecanismos paralelos es 
que las singularidades pueden existir dentro del espacio de 
trabajo, en ocasiones reduciéndolo de manera importante. 
Debido a esto, es necesario desarrollar un modelo para las 
singularidades como insumo fundamental del diseño 
cinemático. Las variables de las juntas activas se agrupan en el 
vector 𝐪 = [𝑦1 𝑦2]𝑇 y la posición de la plataforma móvil se 
define por el vector 𝐱 = [𝑥 𝑦]𝑇. Así las restricciones 
cinemáticas impuestas por los eslabones pueden ser descritas 
mediante la función: 
 
𝐹 = [
𝑦 − 𝑦1 + √𝑟1
2 − (𝑥 − 𝑟2 + 𝑟3)
𝑦 − 𝑦2 + √𝑟1
2 − (𝑥 + 𝑟2 − 𝑟3)
]. (17) 
 
El modelo diferencial está definido por [18] como: 
 
𝐽𝑞?̇? = 𝐽𝑥?̇?, (18) 
 
donde, para el robot 2-PRR, 
 
𝐽𝑥 = [
−(𝑥 − 𝑟2 + 𝑟3) 𝑦 − 𝑦1




y − y1 0
0 y − y2
]. (20) 
 
Se define la matriz Jacobiana del mecanismo J = Jq
−1Jx: 
 









Las singularidades de la cinemática directa, Fig.3(a), e 
inversa, Fig.3(b), ocurren cuando det (𝐽𝑥),  det (𝐽𝑞), o ambos, 
son iguales a cero.  
En el caso del robot 2-PRR el det (𝐽𝑥) = 0 ocurre cuando 
𝑟3 + 𝑥 = 𝑟2 o 𝑟2 + 𝑥 = 𝑟3. Esta singularidad se presenta 
cuando la extremidad del lado izquierdo es paralela a la 
extremidad del lado derecho, como se muestra en la Fig.3(a).  
El det (𝐽𝑞) = 0 ocurre cuando 𝑦 = 𝑦1 o 𝑦 = 𝑦2. Esta 
singularidad se presenta cuando una de las extremidades es 
paralela al eje 𝑥, como se muestra en la Fig.3(b). 
El tipo de singularidad que se muestra en la Fig.3(b), 
implica que no es posible determinar cuál será el modo de 
ensamble que asumirá el robot, pues la extremidad que está 
alineada con el eje x se inestabiliza. Por lo tanto, la 




 Fig.2, esquema para el problema geométrico inverso. 
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D. Síntesis dimensional 
Los tres parámetros normalizados, acotados y 
adimensionales (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3) que definen la geometría del robot 
2-PRR tienen su equivalente dimensional en los parámetros 
(𝑅1, 𝑅2, 𝑅3). La razón entre los parámetros es 𝐷 = (𝑅1 + 𝑅2 +
𝑅3)/3. 
 
1) Espacio de trabajo 𝑤𝑡  
El espacio de trabajo se define como el segmento entre las 
singularidades, del tipo presentado en la Fig.3(b), en la 
dirección perpendicular a la línea de acción de los pares 
activos. Está definición difiere de la presentada por [14], 
representando a 𝑤𝑡  como un segmento en lugar de un área, y 
correspondiendo con la distribución de los desempeños que 
solo es función de la posición x de la plataforma móvil (esto se 
verifica, por ejemplo, por la matriz J que es independiente de 
la variable y). La dirección paralela a la línea de acción de los 
pares activos define, exclusivamente, la longitud de los 
actuadores. Para el análisis de los desempeños en el espacio de 
trabajo también es posible tomar ventaja de la simetría con 
respecto al eje y’. El espacio de trabajo se ilustra como una 
retícula en la Fig.4. 
Dadas la simetría y la independencia de los desempeños con 
respecto a la posición y de la plataforma móvil, los mapas 
locales de los desempeños se pueden construir exclusivamente 
para un rango en la dirección x que corresponda con el 
semisegmento de 𝑤𝑡 . Se presentan dos casos:  
 
𝑤𝑡 = 𝑟3 + 𝑟1 − 𝑟2     𝑠𝑖   𝑟2 > 𝑟3, (22) 
 




2) Índice Global de Condición 
El número de condición 𝑘𝑗  de la matriz Jacobiana es una 





,     𝑘𝑗 ≥ 1, (24) 
 
donde 𝜎1 y 𝜎2 son el máximo y el mínimo valores singulares 
de 𝐽. El reciproco 1/𝑘𝑗 del número de condición es el LCI, 
donde LCI ∈ [0 1]. Para evaluar el rendimiento global del 
mecanismo en un espacio de trabajo, por ejemplo en wt, se 











𝑚=1 ,  (25) 
 
donde 𝑀 es el número de nodos en los que se ha dividido el 
eje 𝑥 y 𝑁 es el número de nodos en los que se ha dividido el 
eje 𝑦 del espacio de trabajo 𝑤𝑡 . Para el robot 2-PRR se ha 
asumido N = 1. 
 
3) Espacio de diseño del robot 2-PRR 
Para diseñar usando el PFNM se normalizan los parámetros 
del mecanismo de acuerdo con la razón 𝐷, entonces 𝑟𝑖 =
𝑅𝑖/𝐷, (𝑖 = 1, 2, 3). Esta normalización implica que: 
 
𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3 = 3. (26) 
 
 
 Fig. 3, singularidades del robot 2-PRR simétrico.  
 Fig. 4, espacio de trabajo de un robot 2-PRR. 
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Además, los parámetros 𝑟1 y 𝑟2 no pueden ser nulos y el 
ensamble del mecanismo no es viable si 𝑟3 < 𝑟1 + 𝑟2 y 𝑟2 <
𝑟1 + 𝑟3. Por lo tanto, los parámetros se acotan: 
 
0 < 𝑟1 < 3, 0 < 𝑟2, 𝑟3 ≤ 1,5. (27) 
 
Basado en las ecuaciones (26) y (27) se puede establecer un 
espacio de diseño como el que se muestra en la Fig.5, donde el 
paralelogramo ABCD está definido por los valores límite de 𝑟1,
𝑟2 y 𝑟3 [11]. 
En la Fig.6 el espacio de diseño se ha mapeado a uno de dos 
variables independientes s y t, lo que permite expresar los 
índices de desempeño 𝑤𝑡  y GCI mediante mapas de colores o 
alternativamente mediante superficies. Esta representación 
facilita el proceso de diseño reduciendo la optimización a un 
procedimiento que puede ser incluso gráfico. La función del 








,   𝑡 = 𝑟3. (28) 
III. RESULTADOS 
A. Atlas del espacio de trabajo teórico 
Los rendimientos están basados en el espacio de trabajo 
teórico, ecuaciones (22) y (23). En la Fig.7, el espacio de 
trabajo está determinado por el recorrido de la plataforma 
móvil, justo antes de que cualquiera de las extremidades se 
alinee con el eje x. En otras palabras, en los extremos de 𝑤𝑡  el 
robot podría alcanzar una singularidad. Para evitar esto el atlas 
de la Fig.7 registra valores de 𝑤𝑡  para el 90% del recorrido de 
la plataforma móvil. El atlas representa el universo de robots 
independiente de su escala. 
 
El atlas del espacio de trabajo registra que las regiones para 
las cuales 𝑤𝑡  es mayor corresponden con valores altos de 𝑠 y 
pequeños de 𝑡. 
B. Atlas del índice global de condición 
La Fig.8 registra un mapeo del GCI, el cual indica, de 
manera general, la controlabilidad del robot en su espacio de 
trabajo.  
La comparación de la Fig. 7 y Fig.8 muestra que no es 
posible maximizar uno de los índices de rendimiento sin 
disminuir el otro.  
 
C. Región de diseño 
De las Fig.7 y Fig.8 se puede determinar el tamaño del 
espacio de trabajo para un desempeño requerido de un robot 2-
PRR adimensional. El coeficiente de normalización queda 
determinado por la razón D = 𝑊/𝑤𝑡 , lo que determina el 
conjunto dimensional 𝑅𝑖 = 𝐷𝑟𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3. En este caso la 
síntesis dimensional es un compromiso entre el GCI y el 
tamaño del espacio de trabajo. Para obtener un mecanismo con 
proporciones adecuadas entre sus parámetros y con una 
isotropía aceptable en su espacio de trabajo se propone, de 
manera general, diseñar en las regiones 𝑤𝑡 > 0,5 y GCI > 0,4. 
Como ejemplo se requiere dimensionar un robot con un 
recorrido de 20 cm para la plataforma móvil.  Gráficamente se 
elige una coordenada en los mapas correspondiendo con un 
GCI requerido y un 𝑤𝑡  aceptable. Para esta labor se pueden 
 
Fig. 5, espacio de diseño para un robot 2-PRR.  
 
Fig. 6, proyección del espacio de diseño de un robot 2-PRR. 
 
Fig. 7, atlas del espacio de trabajo 
 
 
Fig. 8, atlas del índice de condición global 
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acotar los mapas según los requerimientos, como en el caso de 
la Fig.9 y Fig.10. Para este ejemplo se asumieron las 
coordenadas  (𝑡, 𝑠, GCI) = (2,5, 1,2, 0,6). Los 
parámetros adimensionales correspondientes, de acuerdo con 
las ecuaciones (26) y (28), fueron 𝑟1 = 1,57, 𝑟2 = 0,23 y 𝑟3 =
1,2, con un espacio de trabajo 𝑤𝑡 = 0,55. Dado que 𝑟3 > 𝑟2, 
de la ecuación (23) se tiene: 
 
𝑊 = 𝑅1 + 𝑅2 − 𝑅3. (29) 
 
Entonces la ecuación (29) se puede expresar como: 
 
𝑊 = 𝐷(𝑟1 + 𝑟2 − 𝑟3). (30) 
 
Obteniendo el factor de normalización 𝐷 = 16,502, que 
lleva a las dimensiones 𝑅1 = 25,96 cm, 𝑅2 = 3,80 cm, 𝑅3 =
19,75 cm. 
IV. CONCLUSIONES 
Se presenta la síntesis dimensional de un robot paralelo 
plano simétrico 2-PRR. Para desarrollar el espacio de diseño 
se implementó una normalización del conjunto de parámetros 
geométricos de manera que el universo de los robots, 
independiente de su escala, quede representado en función de 
dos parámetros [9]. Como criterios de diseño se usaron el 
tamaño del espacio de trabajo y el índice global de condición. 
El espacio de trabajo se definió teniendo en cuenta la 
independencia de los índices de desempeño con respecto al 
desplazamiento de la mesa móvil en la dirección paralela a las 
juntas activas. En consecuencia, el espacio ahora es un 
segmento 𝑤𝑡  perpendicular a la dirección de las juntas activas 
y limitado por las singularidades del robot. El recorrido 
requerido por la mesa móvil en la dirección paralela a las 
juntas activas determina, exclusivamente, la longitud de los 
actuadores.  
El proceso de selección de parámetros se simplificó 
asumiendo una proyección del espacio de diseño a uno 
ortogonal [11], lo que permite representar los índices de 
desempeño como mapas (atlas) de colores o superficies. Los 
atlas para el espacio de trabajo e índice global de condición se 
registran en la Fig.7 y Fig.8. La selección de un conjunto de 
parámetros es un compromiso entre un desempeño requerido, 
por ejemplo, para el índice global de condición, y el tamaño 
del espacio de trabajo. Para resolver este compromiso es 
posible acotar los atlas en regiones que cumplan 
simultáneamente dos requerimientos, por ejemplo, las 
regiones destacadas en la Fig.9 y Fig.10. El dimensionamiento 
está determinado por la razón entre los espacios de trabajo 
requerido y adimensional. 
  La proyección ortogonal elegida registra las singularidades, 
condiciones de ensamble y otras relaciones geométricas como 
líneas, según se presenta en la Fig.6. Se destaca 𝑟3 = 𝑟2, que 
corresponde con la igualdad de la longitud de la mesa móvil 
con la semilongitud entre las direcciones de las juntas activas, 
lo que configura un mecanismo paralelogramo de cuatro 
barras, ganando el sistema un grado de libertad (singularidad) 
sin importar la posición de las juntas activas, en consecuencia 
GCI = 0 para este segmento.  
La alineación de una extremidad con la mesa móvil implica 
que el movimiento de la extremidad se indetermina. Está 
singularidad es fácilmente controlable limitando el espacio de 
trabajo a una fracción de su valor teórico. 
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